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Reésumé 11 : Topologee (2)

(E, ||.||) estun espace vectoriel sur K = R ou C. On note d la distance associée.
On note aussi B(z,r) et B(x,r) les boules ouvertes et fermées.

Quand nous parlerons de I’ espace vectoriel normé R ou C, nous supposerons
toujours qu’il est muni de la valeur absolue.

I TOPOLOGIE D’UN ESPACE VECTORIEL NORME

§ 1. Egucvalence de normes.— Toutes les notions topologiques que nous dé-
finirons (comme ouvert, fermé, compact, continue,...) dépendent de la norme
choisie sur E' (je vous encourage a revoir le résumé sur les normes a ce propos).
Cependant, elles sont invariantes si on remplace la norme par une norme qui lui
est équivalente. Or, lun des théoremes centraux de ce cours est le suivant :

Théoréme 1.1

Soit E un K— espace vectoriel de dimension finie. Toutes les normes sur E
sont équivalentes.

Ainsi, dans un espace de dimension finie E, la phrase “2 est ouvert”, ou ”K
est compact”, a un sens sans que l'on ait besoin de préciser une norme. C’est
absolument faux en dimension infinie ol des parties de F peuvent étre ouvertes
pour une normes N, et ne pas 'étre pour une norme Ns.

§ 2. Ouwerts et Fermés.— On généralise ici certaines propriétés des intervalles
ouverts ou fermés.

Définition 1.2 (Voisinage, point intérieur, ouvert)

» SoitV une partie de E et a € E. On dit que V' est un voisinage de a, ou
que a est un point intérieur a V, lorsque V' contient une boule ouverte
de centre a.

» Une partie () de F est dite ouverte lorsqu’elle est un voisinage de chacun
de ses points, i.e lorsque pour tout a € (Q, il existe r > 0 tel que B(a,r) C
Q.

» Une partie F' de E est fermée lorsque F° est ouvert.
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g EXEMPLES :

1. Les intervalles du type ]a, b avec a, b € R, sont des ouverts.

2. Dans R, 'ensemble des points intérieurs a ]a, b] est ]a, b[. Dans R? muni de la norme
infinie, le segment [0, 1] x {0} n’admet aucun point intérieur.

3. Les boules ouvertes sont des ouverts. La réciproque est fausse, mais tout ouvert est
une union de boules.

4. 10, 1] n’est ni ouvert, ni fermé.

5. Les boules fermées, les spheres et les ensembles finis sont fermés.

Enoncons quelques propriétés des ouverts et des fermés :
(i) E et () sont ouverts et fermés.

(i) La réunion d’une famille quelconque d’ouverts est un ouvert. L'intersection
d’une famille FINIE d’ouverts est un ouvert.

(iii) L’intersection d’une famille quelconque de fermés est un fermé. La réunion
d’une famille FINIE de fermés est un fermé.

Théoréme 1.3 (Caractérisation séquentielle des fermés)

Une partie F' de FE est fermée <> toute limite de suite convergente d’éléments
de F appartient a F.

§ 3. Tuténcenr, adhérence.— Gréce a ces propriétés, on peut définir :
Définition 1.4
SoitQ) C E.

» On appelle intérieur de et on note ) Ia réunion de tous les ouverts de
E contenus dans (). ) est 'ensemble de tous les points intérieurs ().
Ainsi, Q) est le plus grand ouvert de (E.|.||) contenu dans Q.

» On appelle adhérence de () et on note Q I'intersection de tous les fermés
de E contenant Q. Les points de E appartenant & Q) sont appelés points
adhérents a ().

Q est donc le plus petit fermé contenant ).

» On appelle frontiére de A Tlintersection entre son adhérence et I'adhé-

rence de son complémentaire.

g EXEMPLES :

» Lintérieur de B(zo,r) est B(zo, 7).
» L’adhérence de A€ est le complémentaire de A.
» Lintérieur de A€ est le complémentaire de A.

» Soient A, B deux parties de E.
() Ac Ac A
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(i) A= A «= Aestun ouvert, et A = A <= A est un fermé.
(iii) SiAC B,alors Ac Bet AcC B.
(iv) € A <= Pour tout ¢ > 0, il existe un point de A a une distance < ¢
de z. <= 1l existe une suite d’éléments de A convergeant vers z.
» Une partie de E est dite dense dans (F, |.|) lorsque A = E.

g EXEMPLES :

e Q" est dense dans R™.
e GLy(K) est dense dans .#, (K).

I LiMmITES ET CONTINUITE

On se donne ici deux espaces vectoriels normés FE et F', et une partie non vide
AdeFE.
Soit a € A. Nous avons défini les voisinages de a dans A. On parlera aussi de
voisinages de +oo, de —oo lorsque E = R.

§ 1. Lemete ew wn pocut adtiérent.— On étend naturellement la définition de
la limite d’une fonction de la variable réelle.
Définition II.1
Soit f : A — F. Soita € A et € F. On dit que f tend vers ¢ en a lorsque
pour tout € > 0, il existe o > 0 tel que pour tout x € A, ||z —a|]| €< o =
[f(x) — €] <e.
C’est équivalent a dire que pour tout voisinage V; de {, il existe un voisinage
V, de a dans E tel que f(V, N A) C V,.
Ce vecteur ¢, lorsqu’il existe, est unique et est appelé limite de f en a. On note
flx) — L.

Tr—a

s
%@ REMARQUES :

» La derniére formulation est celle qui permet de définir les limites infinies.

» Si f admet une limite finie en a, alors f est bornée sur un voisinage de a.

» On a une formulation séquentielle de la limite : f(z) —— ¢ <= Pour toute
Tr—a

suite (z,,) d’éléments de A convergeant vers a, la suite ( f (acn))
vers (.

converge
neN

§ 2. Cowtinucté et o de la tosologie.— Définition II.2
| Soit f : A — F eta € A. On dit que f est continue en a lorsque f(x) —
f(a).
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f est dite continue sur A lorsqu’elle I'est en tout point de A. On note €° (A, F)
I'ensemble de ces fonctions.

s
%@ REMARQUES :

» C’est une définition locale, i.e que f est continue en a <= il existe un voisinage
de a dans A tel que la restriction de f a ce voisinage est continue en a.
» On peut décliner dans ce cadre les propriétés énoncées pour les limites :
e f estcontinue en a <=> pour toute suite (z, ) d’éléments de A convergeant
vers a, le suite f (mn) converge vers f(a).
e ©O(A, F) estun sous-espace vectoriel de .7 (A, F).
e Si f est continue sur A et si g est continue sur une partie B de F' contenant
f(A), alors g o f est continue sur A.
e %O(A,R) est stable par produit.
o Sifc %A, E)et A€ ¥°A,C),alors \.f € €°(A, E).

1
e Si f € ¥°(A, C) ne s'annule pas, alors 7 € €9(A,C).

$ EXEMPLES :

1. Les applications Lipschitziennes sont continues.

2. Les applications coordonnées dans K™, ou les applications "composantes” dans
n’importe quelle base d'un espace vectoriel de dimension finie.

3. Les fonctions polynomiales en les composantes de la variable dans une base,
comme le déterminant, ou la trace.

4. Lanorme ||| sur (E, ||.||).

5. Pour toute partie A C F non vide, lapplication d(.,A) car elle est
1—Lipschitzienne.

[©))

. frxEA— (f1 (z),..., fn(x)) € R™ est continue <= tous les f; le sont.

Théoréme I1.3

| Soit A une partie non vide de E et f : A — F. Alors, il y a équivalence entre :
(i) f est continue sur A.
(ii) L’image réciproque de tout ouvert de F' est un ouvert de A.

(iii) L’image réciproque de tout fermé de F est un fermé de A.

g EXEMPLES :

» Pour toute fonction continue f : A — Rettouty € R, {z € A|f(z) = y} est
un fermé de A, ainsi que {z € A|f(z) > y} et {x € A|f(z) < y}. De méme,
{x € A|f(x) >y} et {x € A|f(x) < y} sont des ouverts de A.

» GL,(R) est ouvert. SL,(R) est fermé.
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Théoréme I1.4

Soient f,g : A — F continues sur A. S’il existe B C A, dense dans A tel que
f(z) = g(x) pour tout x € B, alors f(x) = g(x) pour tout x € A.

§ 3. Continuité wniforme san A.— A mettre en paralléle avec la continuité sur
A.

Définition I1.5
f: A — F est uniformément continue lorsque

pour toute > 0,3a > 0,Vz,y € A, ||z —y|| < a = ||f(z) — f(v)| <e.

o
%@ REMARQUES :

» Les fonctions Lipschitziennes sont uniformément continues.
» Pour montrer que f est ou n'est pas uniformément continue, on utilisera I'équi-
valence entre

(i) f est uniformément continue.

(ii) Pour toutes suites (z,) et (y, ) d’éléments de A, si z,, —y, —— 0, alors
n—-+oo

f(zn) = f(yn) m 0.

» C’est donc une propriété globale. Evidemment, toute application uniformément
continue est continue, mais la réciproque est fausse. Par exemple, = — 2 n’est
pas uniformément continue sur R (poser z,, = n et y, = n + 1/n et utiliser la
remarque précédente).

§ 4. Continucté d applications linéacree.— La continuité des applications li-
néaires reléve du tout ou rien : une application linéaire est continue nulle part
ou partout.

Nous noterons .%.(F, F') 'ensemble des applications linéaires de E dans F' qui
sont continues. C’est un sous-espace vectoriel de Z(E, F).

Proposition I1.6

Soit f € £(E, F). on a équivalence entre
(i) f est continue.

(ii) f est continue en Og.

(iii) ‘I] existe C' > 0 telle que pour tout x € E, || f(z)|| < C||:1:H‘

(iv) f est Lipschitzienne.

(v) f est uniformément continue.
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| (vi) f est bornée sur la boule unité fermée de centre Og est de rayon 1.

s
%@ REMARQUES :

§ Pour montrer que f n’est pas continue, on trouvera une suite (z,) bornée telle que

(f(mn)) ne lest pas.
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ANNEXE

A LES FIGURES IMPOSEES

W EXERCICES :

CCP Hnalyse 34 Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E.

1. Rappeler la définition d’un point adhérent a A, en termes de voisinages ou de
boules.

2. Démontrer que : ¢ € A <= I(xp)nen telle que, Vn € Nz, € A et

lim z, =x.
n—-+oo

3. Démontrer que si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A est un sous-espace
vectoriel de E.

4. Démontrer que, si A est convexe alors A est convexe.

&f EXERCICES :

CCP 35

E et F' désignent deux espaces vectoriels normés.

1. Soient f une application de E dans F' et a un point de FE.
On consideére les propositions suivantes :

P1. f est continue en a.

P2. Pour toute suite (z,) d’éléments de E telle que lim z, = a, alors

n—-+oo
n—-+oo

Prouver que les propositions P1 et P2 sont équivalentes.

2. Soit A une partie dense d’un sous-espace vectoriel normé F, et soient f et g deux
applications continues de £ dans F, F' désignant un espace vectoriel normé.
Démontrer que si, pour tout z € A, f(z) = g(z), alors f = g.

W EXERCICES :

COP HAuatyse 41
Enoncer quatre théorémes différents ou méthodes permettant de prouver qu’une partie
d’un espace vectoriel normé est fermée et pour chacun d’eux, donner un exemple concret
d’utilisation dans R2.

Les théorémes utilisés pourront atre énoncés oralement a travers les exemples choisis.
Remarques

1. On utilisera au moins une fois des suites.
2. On pourra utiliser au plus une fois le passage au complémentaire

3. Ne pas utiliser le fait que R? et 'ensemble vide sont des parties ouvertes et fermées.
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W EXERCICES :

CCP Analyse 5& Soit E I'ensemble des suites a valeurs réelles qui convergent vers 0.

1. Prouver que FE est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel des suites a valeurs
réelles.

2. OnposeVu = (un)nen € B, ||u]| = sup |un|.
neN

(a) Prouver que || .|| est une norme sur E.

Un
2n+1

(b) Prouver que Vu = (un)nen € E, Z converge.
+oo

(c) On pose alors Vu = (un)nen € E, f(u) = tn

2n+1 °

n=0
Prouver que f est continue sur E.
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